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摘 要： ＭＵＳＩＣ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ）算法是波达角（ｔｈｅＤｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计的经典算法之一，但
其在二维ＤＯＡ估计中因需进行二维谱峰搜索而计算量十分巨大．为降低 ＭＵＳＩＣ算法的计算量，本文在引入变换域
ＤＯＡ概念的基础上提出了一种能够适用于任意阵列结构的二维 ＤＯＡ快速估计算法，即变换域 ＭＵＳＩＣ（ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｄｏ
ｍａｉｎＭＵＳＩＣ，ＴＤＭＵＳＩＣ）算法．理论分析和仿真实验表明：该算法不但将空间谱峰搜索的范围减小一半而且具有更低维
度的噪声子空间，因而其计算量远小于 ＭＵＳＩＣ算法．同时，新算法具有比ＭＵＳＩＣ更高的空间分辨率．
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１ 引言

波达角（ＤＯＡ）估计是雷达、声呐、无线通信和无源定
位等应用中经常遇到的关键问题［１］．过去几十年内，基于
子空间的 ＤＯＡ估计算法如 ＭＬ（ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）［２］，
Ｍｉｎｉｎｏｒｍ［３］，ＭＵＳＩＣ［４］等得到了深入研究．其中，ＭＵＳＩＣ算
法以其优越的空间分辨性能和对阵列结构的弱依赖性

吸引了众多研究者的深入关注［５］．然而，经典 ＭＵＳＩＣ巨
大的计算量妨碍了其在实际工程的广泛应用．

ＭＵＳＩＣ算法巨大的计算量主要产生于两个方面，一
是子空间分解，二是谱峰搜索．由于子空间分解通常基
于特征值分解（ＥｉｇｅｎｖａｌｕｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＶＤ）或奇异值
分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）得到，一些无需

ＥＶＤ或ＳＶＤ的快速ＤＯＡ估计算法被相继提出［６，７］．然而
事实上，谱峰搜索的计算量要远远大于子空间分解的计

算量［８，９］．这是因为谱峰搜索需计算空间谱的每个谱
值，而空间谱总点数在精确搜索或二维 ＤＯＡ估计中十
分巨大［１０～１２］．因此，避免谱峰搜索或降低谱峰搜索的范
围是实现快速ＤＯＡ估计的关键．基于此，一些无需搜索
（ｓｅａｒｃｈｆｒｅｅｍｅｔｈｏｄ）的 ＤＯＡ估计算法应运而生．其中，
ｒｏｏｔＭＵＳＩＣ［１３］和 ＥＳＰＲＩＴ［１４］是最重要的两类算法．然而不
幸的是，ＥＳＰＲＩＴ要求阵列结构具有旋转不变性（ｓｈｉｆｔｉｎ
ｖａｒｉａｎｔ）而 ｒｏｏｔＭＵＳＩＣ算法仅适用于均匀线阵（Ｕｎｉｆｏｒｍ
ＬｉｎｅａｒＡｒｒａｙ，ＵＬＡ）．近年来，一些学者提出了将 ＥＳＰＲＩＴ
和 ｒｏｏｔＭＵＳＩＣ扩展到任意阵列结构的思路，通过所谓的
降维 ＭＵＳＩＣ（ＲｅｄｕｃｅｄＤｉｍｅｎｓｉｏｎＭＵＳＩＣ，ＲＤＭＵＳＩＣ）算
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法［１５］、阵列分离技术（ＭａｎｉｆｏｌｄＳｅｐａｒａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ，
ＭＳＴ）［１６］及傅里叶域求根 ＭＵＳＩＣ（ＦｏｕｒｉｅｒｄｏｍａｉｎＭＵＳＩＣ，
ＦＤＭＵＳＩＣ）［８］等降低ＤＯＡ估计的计算量．但这些算法或
者依然受到阵型的限制，或者仅适用一维ＤＯＡ估计．

我们知道，虚拟阵元（ＡｒｒａｙＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ）技术［１７，１８］

通过阵列映射等效地增加了阵元个数，扩展了阵列孔

径．那么，与其对应的概念即虚拟辐射源是否存在、能
否被应用于ＤＯＡ估计并带来何种便利呢？本文在此类
比启发下，提出了一种适用于任意阵列结构的二维

ＤＯＡ快速估计算法．该算法的核心思想可总结为如下
两点：一是引入了变换域ＤＯＡ的概念，使得任意二维阵
列的导向矢量具有了共轭对称性；二是利用原噪声子

空间及共轭噪声子空间的交集代替 ＭＵＳＩＣ算法的噪声
子空间并提出了变换域 ＭＵＳＩＣ（ＴｒａｎｓｆｏｒｍｅｄＤｏｍａｉｎＭＵ
ＳＩＣ，ＴＤＭＵＳＩＣ）算法．理论分析和实验均表明，新算法实
现了空间谱范围的二倍减少和噪声子空间的降维，从

而大大降低了ＤＯＡ估计的计算量．

２ 传统ＭＵＳＩＣ算法原理

２１ 阵列和数据模型

为了便于讨论，我们选取 Ｍ个位于ｙｏｚ平面、坐标
为（０，ｙｍ，ｚｍ），ｍ＝１，２，…，Ｍ的阵元作为阵列模型．事
实上，后文论述将表明本文算法不受阵型的任何限制．
设空间存在 Ｌ个窄带、非相关辐射源 ｓ（ｔｌ），ｌ＝１，２，…，
Ｌ的入射信号．定义波达方向为（θｌ，φｌ）．其中，θｌ为信
号入射方向与其在ｘｏｙ平面投影的夹角；φｌ为ｘ轴与信
号入射方向在ｘｏｙ平面投影的夹角．其中，θｌ、φｌ的取值
范围均为［－π／２，π／２］．对于远场窄带信号，阵列一次快
拍接收的数据可表示为：

ｘ（ｔ）＝Ａ（θ，φ）ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）
式中，ｘ（ｔ）［ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），…，ｘＭ（ｔ）］Ｔ是 Ｍ×１维阵
列接收数据；ｓ（ｔ）［ｓ１（ｔ），ｓ２（ｔ），…，ｓＬ（ｔ）］Ｔ和 ｎ（ｔ）

［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…，ｎＭ（ｔ）］Ｔ分别表示信号和通道噪
声．其中，各通道噪声均为方差为σ２的加性高斯白噪声
（ＡｄｄｉｔｉｖｅＷｈｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎＮｏｉｓｅ，ＡＷＧＮ）；阵列流矩阵 Ａ
（θ，φ）［ａ（θ１，φ１），ａ（θ２，φ２），…，ａ（θＬ，φＬ）］，导向矢
量 ａ（θｌ，φｌ）为：
ａ（θｌ，φｌ）［ｅｘｐ（－ｉβｌ，１），ｅｘｐ（－ｉβｌ，２），…，ｅｘｐ（－ｉβｌ，Ｍ）］

Ｔ

（２）

其中， 槡ｉ＝ －１为复数单元．
设λ为信号波长，则βｌ，ｍ为：

βｌ，ｍ＝
２π
λ
（ｙｍｃｏｓθｌｓｉｎφｌ＋ｚｍｓｉｎθｌ） （３）

２２ 传统ＭＵＳＩＣ算法
设阵列接收数据协方差矩阵Ｒ，则由其定义可得Ｒ＝

Ｅ｛ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ）｝＝ＡＲｓＡＨ＋σ２Ｉ．其中，Ｒｓ是信号数据协方
差矩阵．对 Ｒ进行特征值分解，有：Ｒ＝ＵΛＵＨ．其中，对角
阵Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λＭ），λ１≥…≥λＭ－Ｌ＋１＝…＝λＭ＝σ２

为 Ｒ的特征值，其对应的特征向量为 ｅｉ，ｉ＝１，２，…，Ｍ．Ｕ
为特征向量矩阵且按特征值可分块为Ｕ＝［ＳＧ］．于是，矩
阵 Ｓ＝［ｅ１，ｅ２，…，ｅＬ］和 Ｇ＝［ｅＭ－Ｌ＋１，…，ｅＭ］分别张成所
谓的信号子空间 ｓｐａｎ（Ｓ）和噪声子空间 ｓｐａｎ（Ｇ）．在阵列
信号处理中，可证明［４］：ｓｐａｎ（Ｓ）⊥ｓｐａｎ（Ｇ）且 ｓｐａｎ（Ｓ）＝
ｓｐａｎ（Ａ），因此：

ａＨ（θ，φ）Ｇ＝ＯＭ×１ （４）
由此，可构造ＭＵＳＩＣ空间谱为：

ｆＭＵＳＩＣ（θ，φ）＝
１

ａＨ（θ，φ）ＧＧ
Ｈａ（θ，φ）

（５）

根据子空间正交性原理，在二维空间搜索，可得

ＤＯＡ为：
（θｌ，φｌ）＝ａｒｇｍａｘ

θ，φ

［ｆＭＵＳＩＣ（θ，φ）］，ｌ＝１，２，…，Ｌ （６）

３ 基于变换域ＭＵＳＩＣ的ＤＯＡ估计算法

３１ 从角度域ＤＯＡ到变换域ＤＯＡ
由上述分析可见，传统 ＭＵＳＩＣ算法的基础是首先

利用各阵元接收到的辐射源信号相位差βｌ，ｍ构造导向

矢量模型；然后通过特征值分解建立互相正交的信号

子空间与噪声子空间；最后基于导向矢量与噪声子空

间的正交性判断实现 ＤＯＡ估计．由式（３）可见，基于常
规角度域变量（θ，φ）构建的相位差表达式βｌ，ｍ是一个

关于（θ，φ）的非线性函数．因而，式（６）所示的空间谱极
值搜索实质上是一个非线性的正交性判断过程．这种
非线性使得巨大的计算开销无法得到简化．如果通过
某种变换能建立相位差βｌ，ｍ关于ＤＯＡ或关于ＤＯＡ函数
的线性表达式，则极值搜索能够得到压缩，从而 ＤＯＡ估
计速度也将得到提高．由此分析，我们做如下变换：

ｕ＝ｃｏｓθｓｉｎφ
ｖ＝ｓｉｎ{

θ
（７）

该变换使传统ＭＵＳＩＣ谱函数 ｆＭＵＳＩＣ（θ，φ）从（θ，φ）
域变换到（ｕ，ｖ）域．我们称后者为变换域 ＭＵＳＩＣ谱，并
记其谱函数为 ｆＴＤＭＵＳＩＣ（θ，φ）．

将式（７）代入式（３），得：

βｌ，ｍ＝
２π
λ
（ｙｍｕｌ＋ｚｍｖｌ） （８）

可见：变换域的相位差βｌ，ｍ是变量（ｕ，ｖ）的线性函
数．容易理解，以自变量（θ，φ）和以自变量（ｕ，ｖ）得到
的ＭＵＳＩＣ谱函数和 ＴＤＭＵＳＩＣ谱函数在物理意义上是
等效的．这是因为，对于给定的角度域波达角（θ，φ），有
唯一的变换域（ｕ，ｖ）与之对应；反之，由式（７）可得：
θ１＝ｓｉｎ－１（ｖ）

φ１＝ｓｉｎ
－１（

ｕ
１－ｖ槡 ２

{ ）
或

θ２＝ｓｉｎ－１（ｖ）

φ２＝π－ｓｉｎ
－１（

ｕ
１－ｖ槡 ２

{ ）

（９）
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即对给定的变换域“波达角”（ｕ，ｖ），仅有两对角度
值（θ，φ）和（θ，π－φ）与其对应．由于用式（４）可对（θ，

φ）及（θ，π－φ）是否为真实波达角进行判断，因而基于
传统ＭＵＳＩＣ和基于ＴＤＭＵＳＩＣ的ＤＯＡ估计是等效的．事
实上，类似的想法也在文献［８］和［１９］中被论述过．

下面，我们对（ｕ，ｖ）和（θ，φ）域 ＤＯＡ估计进行分析
对比．对式（７）两边求微分，可得：

Δｕ＝
ｕ
θΔθ

＋ｕ
φ
Δφ＝（－ｓｉｎθｓｉｎφ）Δθ＋（ｃｏｓθｃｏｓφ）Δφ

Δｖ＝
ｖ
θΔθ

＋ｖ
φ
Δφ＝（ｃｏｓθ）Δ

{
θ

（１０）

假设Δθ＝Δφ，Δｕ＝Δｖ，我们有：
｜Δｕ｜＝｜（－ｓｉｎθｓｉｎφ）Δθ＋（ｃｏｓθｃｏｓφ）Δφ｜

≤｜（－ｓｉｎθｓｉｎφ）Δθ｜＋｜（ｃｏｓθｃｏｓφ）Δφ｜
≤２｜Δθ｜

｜Δｖ｜＝｜（ｃｏｓθ）Δθ｜≤｜Δθ
{

｜

（１１）

可见，基于变换域的空间谱函数和传统角度域的

空间谱函数关于各自的自变量的变换率是不一样的．
由（１１）可知：在某些角度，ＴＤＭＵＳＩＣ相比于ＭＵＳＩＣ可能
出现空间谱函数峰值位置的误差．然而，搜索步长的量
化作用使得该误差不会超过搜索步长．通常情况下，搜
索步长相对于整个空间谱范围而言取值很小．因而 ＴＤ
ＭＵＳＩＣ空间谱函数的峰值位置误差不会太大．为保持
ＤＯＡ估计精度不下降，我们可先利用 ＴＤＭＵＳＩＣ得到变
换域 ＤＯＡ，再在其临域进行极致检验．后续实验将表
明，本文提出的变换域 ＭＵＳＩＣ实际上和 ＭＵＳＩＣ具有十
分接近的ＲＭＳＥ（ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ）．
３２ 变换域虚拟辐射源及ＴＤＭＵＳＩＣ谱函数构造

设空间存在辐射源 Ｅ，其角度域波达角为（θ，φ），
而由式（７）给出的变换域波达角为（ｕ，ｖ）．由于：θ∈
［－π／２，π／２］且φ∈［－π／２，π／２］，因此，珘ｕ∈［－１，１］，珓ｖ
∈［－１，１］，即 ｕ和ｖ的取值范围均关于原点对称．将式
（８）代入式（２），可得：

ａ（ｕ，ｖ）＝

ｅｘｐ［－ｉ２π（ｙ１ｕ＋ｚ１ｖ）／λ］

ｅｘｐ［－ｉ２π（ｙ２ｕ＋ｚ２ｖ）／λ］


ｅｘｐ［－ｉ２π（ｙＭｕ＋ｚＭｖ）／λ











］

＝

ｅｘｐ｛－ｉ２π［ｙ１（－ｕ）＋ｚ１（－ｖ）］／λ｝

ｅｘｐ｛－ｉ２π［ｙ２（－ｕ）＋ｚ２（－ｖ）］／λ｝


ｅｘｐ｛－ｉ２π［ｙＭ（－ｕ）＋ｚＭ（－ｖ）］／λ











｝



＝ａ（－ｕ，－ｖ）

（１２）

用 ａ（ｕ，ｖ）替换式（４）的 ａ（θ，φ）并对其两边同取
共轭，同时利用式（１２），可得：

［ａ（ｕ，ｖ）］ＨＧ＝ａＨ（－ｕ，－ｖ）Ｇ＝ＯＭ×１（１３）
由式（１３）可见：变换域波达角为（ｕ，ｖ）的辐射源实

际上存在虚拟波达角为（－ｕ，－ｖ）的镜像 Ｅ′，我们不
妨称其为虚拟辐射源．对比式（４）和（１３）发现，真实辐射
源对应的导向矢量取值与原噪声子空间 ｓｐａｎ（Ｇ）正交，
而虚拟辐射源对应的导向矢量取值与共轭噪声子空间

ｓｐａｎ（Ｇ）正交．如果我们利用 ｓｐａｎ（Ｇ）与 ｓｐａｎ（Ｇ）的
交集代替 ｓｐａｎ（Ｇ）构造 ＴＤＭＵＳＩＣ谱函数，由于 ｓｐａｎ
（Ｇ）与 ｓｐａｎ（Ｇ）的交集具有与导向矢量及其共轭的双
正交性，因而 ＴＤＭＵＳＩＣ将在真实ＤＯＡ及其镜像位置同
时产生极值．这种特性使得 ＤＯＡ估计只须搜索（ｕ，ｖ）
域的一半范围即可，因而实现了搜索范围的减小．

构造ＴＤＭＵＳＩＣ的关键在于求解 ｓｐａｎ（Ｇ）与 ｓｐａｎ
（Ｇ）的交集 ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）．为此，我们首先介绍一种传
统的基于极限收敛的交替投影算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｅＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＡＰＭ），然后再给出一种直接求解方法，并对两
者进行分析对比．

ＡＰＭ［２０，２１］是在已知两个子空间投影矩阵的基础
上，通过某种极限运算得到这两个子空间交集投影矩

阵的方法．其主要结论由下述定理给出：
定理１ 设 Ｐ１和 Ｐ２为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ的两个有限

维子空间，其投影矩阵分别为Μ１和Μ２．设 ＢＨ为Ｈ的
单位球，那么 Ｐ１和 Ｐ２交集 Ｐ的投影矩阵Μ 与Μ１和

Μ２满足：

ｌｉｍ
ｎ→∞
（Μ１Μ２）

ｎ－

 

Μ ＝（Ｐ１，Ｐ２）２ｎ１ （１４）

其中，（Ｐ１，Ｐ２）为 Ｐ１和 Ｐ２夹角的余弦值，定义为：

（Ｐ１，Ｐ２）ｓｕｐ｛〈ｘ，ｙ〉｜ｘ∈Ｐ１∩Ｐ⊥∩ＢＨ，
ｙ∈Ｐ２∩Ｐ⊥∩ＢＨ｝ （１５）

证明 该定理的证明由 Ａｒｏｎｓｚａｊｎ在文献［２０］中给
出．Ｋａｙａｌａｒ和Ｗｅｉｎｅｒｔ在文献［２１］对其收敛性进行了讨
论．定理１表明：两个子空间投影矩阵乘积的幂收敛于
两者交集的投影矩阵．如果我们令：

Μ１ＧＧＨ，Μ２ＧＧＴ （１６）
利用 ＧＨＧ＝ＩＭ－Ｌ可得Μ１＝ΜＨ

１且：

Μ
２
１＝ＧＧＨＧＧＨ＝ＧＩＭ－ＬＧＨ＝ＧＧＨ＝Μ１ （１７）

同理可得：Μ２＝ΜＨ
２，Μ２＝Μ２

２．表明：Μ１和 Μ２均

为Ｈｅｒｍｉｔｅ矩阵，因而它们分别是原噪声子空间 ｓｐａｎ（Ｇ）
和共轭噪声子空间 ｓｐａｎ（Ｇ）的投影矩阵列［２０］；显然，
ＧｉｎｔｅｒＧＨｉｎｔｅｒ是 ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）的投影矩阵．因此，由定理１得：

ｌｉｍ
ｎ→∞
（ＧＧＨＧＧＴ）ｎ－ＧｉｎｔｅｒＧＨｉ

 

ｎｔｅｒ ＝ＯＭ×１ （１８）

于是，我们基于 ＡＰＭ可定义 ＴＤＭＵＳＩＣ谱函数（我
们记其为ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ）为：

ｆＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ（ｕ，ｖ）＝
１

ａＨ（ｕ，ｖ）ＧｉｎｔｅｒＧＨｉｎｔｅｒａ（ｕ，ｖ）

＝ １
ａＨ（ｕ，ｖ）ｌｉｍ

ｎ→∞
（ＧＧＨＧＧＴ）ｎａ（ｕ，ｖ）

（１９）
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利用式（１９），我们得到了 ＴＤＭＵＳＩＣ的构造方法．
该方法的优点是当阵元数 Ｍ或信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅ
Ｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）较大时，指数 ｎ取值较小即能获得较好的收
敛精度，因而计算量较小．但当 Ｍ或 ＳＮＲ较小时，则需
要较大 ｎ值才能获得较好的收敛精度．另外，不同应用
条件下，ｎ的选择也缺少统一确定方法．为了克服 ＡＭＰ
的不足，这里，我们给出一种基于矩阵奇异值分解直接

求取 ｓｐａｎ（Ｇｉｎｔｅｒ）的方法．
定理２ 利用 Ｇ和Ｇ定义如下式所示的矩阵 Ｑ

ＱＧＴＧ （２０）
设 Ｑ的 ＳＶＤ为 Ｑ＝ＣΣＤＨ，那么我们有：

Ｇｉｎｔｅｒ＝ＧＣ（１，１：Ｍ－２Ｌ）Ｗ （２１）
证明 该定理的证明参见［２２］的１２２４节．
由定理２，我们同样可基于 ＳＶＤ构造 ＴＤＭＵＳＩＣ谱

函数（我们记其为ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ）为：

ｆＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ（ｕ，ｖ）＝
１

ａＨ（ｕ，ｖ）ＧｉｎｔｅｒＧＨｉｎｔｅｒａ（ｕ，ｖ）

＝ １
ａＨ（ｕ，ｖ）ＷＷＨａ（ｕ，ｖ）

（２２）

如前文所述，由于 ＴＤＭＵＳＩＣ具有在（ｕ，ｖ）域的真
实ＤＯＡ及其镜像位置同时产生极值的特性，因而 ＤＯＡ
估计只须搜索（ｕ，ｖ）域 ＴＤＭＵＳＩＣ的一半范围即可定位
谱峰位置．之后，我们在得到的谱峰位置及其镜像位置
的小邻域进行极值检验，只有满足与原噪声子空间正

交的峰值位置才是真实波达角．
由前文理论分析和公式推导可见，本文算法对阵

列形式无任何特殊要求，能够适用于任意二维阵列结

构、甚至立体阵．
３３ ＴＤＭＵＳＩＣ算法步骤描述

综上所述，本文提出的ＴＤＭＵＳＩＣ算法步骤如下：
步骤１ 若工作环境ＳＮＲ较高，选取合适的指数 ｎ

（ｎ≤２）基于式（１９）构造 ＴＤＭＵＳＩＣ空间谱；否则，直接
利用式（２２）构造ＴＤＭＵＳＩＣ空间谱；

步骤 ２ 在 ＴＤＭＵＳＩＣ半谱内搜索，给出（ｕ，ｖ）域
ＤＯＡ信息（^ｕｉ，^ｖｉ）或其镜像（－ｕ^ｉ，－ｖ^ｉ），ｉ＝１，２，…，Ｌ′，
Ｌ′≤Ｌ；
步骤３ 用 ａ（－ｕ^ｉ，－ｖ^ｉ）替换式（４）的 ａ（θ，φ）并

分别代入（^ｕｉ，^ｖｉ）及（－ｕ^ｉ，－ｖ^ｉ）进行极值检验，满足
ａＨ（ｕ，ｖ）

 

Ｇ ２≈０的即为真实变换域波达角（^ｕｉ，^ｖｉ）；

否则，为虚假镜像；

步骤４ 将（^ｕｉ，^ｖｉ）代入（９）计算得到可能的角度域
ＤＯＡ（^θｉ１，^φｉ１）及（^θｉ２，^φｉ２）；

步骤５ 在（^θｉ１，^φｉ１）及（^θｉ２，^φｉ２）的临近小区域进行

极值检验式检验，满足 ａＨ（θ，φ）

 
Ｇ ２≈０的即为真实角

度域ＤＯＡ；
步骤６ 若 ｉ＝Ｌ则停止；否则令 ｉ＝ｉ＋１并转向

步骤３．
从上述步骤可见，若真实辐射源位置本身对称，由

于本文算法在“步骤３”和“步骤５”中对ＭＵＳＩＣ谱的对称
位置进行了极值检验，因此不会丢失真实 ＤＯＡ信息，也
不会出现测角模糊．
３４ ＴＤＭＵＳＩＣ与ＭＵＳＩＣ复杂度对比分析

对于传统 ＭＵＳＩＣ算法，计算每个谱值点均需要计
算模值 ａＨ（θ，φ）

 

Ｇ ２．由于 Ｇ的维度为Ｍ×（ＭＬ），故
传统ＭＵＳＩＣ算法谱峰搜索的计算量为 Ｃ１＝Ｊ（Ｍ－Ｌ）
（Ｍ＋１）［５］．其中，Ｊ为空间谱总点数．

对于本文提出的 ＴＤＭＵＳＩＣ算法，计算每个谱值点
需要计算模值 ａＨ（ｕ，ｖ）Ｇ

 

ｉｎｔｅｒ
２．注意到 Ｇｉｎｔｅｒ相比于 Ｇ

具有更低的维度Ｍ×（Ｍ－２Ｌ）且 ＴＤＭＵＳＩＣ的谱峰搜
索范围降低了一半，故 ＴＤＭＵＳＩＣ谱峰搜索的计算量为
Ｃ２＝Ｊ（Ｍ－２Ｌ）（Ｍ＋１）／２．
对于ＭＵＳＩＣ和 ＴＤＭＵＳＩＣ共同包含的维度为 Ｍ×

Ｍ的矩阵Ｒ特征值分解，采用所谓的快速子空间分解
技术［２３］，其复杂度为可被降低至 Ｃ３＝Ｍ（Ｌ＋２）２．注意
到ＴＤＭＵＳＩＣ的信号子空间维等效为 Ｍ×（２Ｌ）且 Ｑ矩
阵相比于Ｒ矩阵具有更低的维度（Ｍ－Ｌ）×（Ｍ－Ｌ），
因此 ＴＤＭＵＳＩＣ比ＭＵＳＩＣ多余的 Ｑ矩阵 ＳＶＤ的复杂度
为 Ｃ４＝（Ｍ－Ｌ）×（２Ｌ＋２）２．

综上，ＭＵＳＩＣ算法和 ＴＤＭＵＳＩＣ算法总的计算量分
别为：

ＣＭＵＳＩＣ＝Ｃ１＋Ｃ３
＝Ｊ（Ｍ－Ｌ）（Ｍ＋１）＋Ｍ（Ｌ＋２）２ （２３）

ＣＴＤＭＵＳＩＣ＝Ｃ２＋Ｃ３＋Ｃ４
＝Ｊ（Ｍ－２Ｌ）（Ｍ＋１）／２＋Ｍ（Ｌ＋２）２

＋（Ｍ－Ｌ）×（２Ｌ＋２）２ （２４）
表１和表２给出了信源数为 Ｌ＝２、分别采用１０°粗

搜索和１°细搜索时，ＭＵＳＩＣ和 ＴＤＭＵＳＩＣ计算量随着阵

表１ 粗搜索时算法复杂度对比

比较项目

阵元数 Ｍ＝５ Ｍ＝６ Ｍ＝７ Ｍ＝８ Ｍ＝９ Ｍ＝１０ Ｍ＝１１ Ｍ＝１２ Ｍ＝１３ Ｍ＝１４ Ｍ＝１５

ＣＭＵＳＩＣ ５９１２ ９１６８ １３０７２ １７６２４ ２２８２４ ２８６７２ ３５１６８ ４２３１２ ５０１０４ ５８５４４ ６７６３２
ＣＴＤＭＵＳＩＣ １１６０ ２５０８ ４１８０ ６１７６ ８４９６ １１１４０ １４１０８ １７４００ ２１０１６ ２４９５６ ２９２２０
ＣＭＵＳＩＣ
ＣＴＤＭＵＳＩＣ

５．０９７ ３．６５６ ３．１２８ ２．８５４ ２．６８６ ２．５７４ ２．４９３ ２．４３２ ２．３８４ ２．３４６ ２．３１５
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表２ 细搜索时算法复杂度对比

比较项目

阵元数 Ｍ＝５ Ｍ＝６ Ｍ＝７ Ｍ＝８ Ｍ＝９ Ｍ＝１０ Ｍ＝１１ Ｍ＝１２ Ｍ＝１３ Ｍ＝１４ Ｍ＝１５

ＣＭＵＳＩＣ ５８３２８０ ９０７２９６ １２９６１１２ １７４９７２８ ２２６８１４４ ２８５１３６０ ３４９９３７６ ４２１２１９２ ４９８９８０８ ５８３２２２４ ６７３９４４０
ＣＴＤＭＵＳＩＣ ９７３８８ ２２７０４０ ３８９０９２ ５８３５４４ ８１０３９６ １０６９６４８ １３６１３００ １６８５３５２ ２０４１８０４ ２４３０６５６ ２８５１９０８
ＣＭＵＳＩＣ
ＣＴＤＭＵＳＩＣ

５．９８９ ３．９９６ ３．３３１ ２．９９８ ２．７９９ ２．６６６ ２．５７１ ２．４９９ ２．４４４ ２．３９４ ２．３６３

元数变化的对比关系．由表可见：ＣＭＵＳＩＣ／ＣＴＤＭＵＳＩＣ＞２，即
本文提出的基于 ＴＤＭＵＳＩＣ的 ＤＯＡ估计算法的复杂度
实际上低于ＭＵＳＩＣ复杂度的一半．

上述分析中，我们只对比了 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ的和
ＭＵＳＩＣ的复杂度．从式（１９）可见，当 ｎ≥３时，ＴＤＭＵＳＩＣ
ＡＰＭ的复杂度要远大于 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ的复杂度．后文
实验将表明，当ＳＮＲ较高时，式（１９）在 ｎ＝２时即具有
和式（２２）相当的精度．因此，我们建议当环境 ＳＮＲ较高
时，可用 ｎ≤２基于式（１９）构造ＴＤＭＵＳＩＣ．

４ 仿真及分析

实验１ 首先，我们选取阵元数为 Ｍ＝４×４的二维
均匀阵列，阵元间距为半个波长，设置信噪比 ＳＮＲ＝
２０ｄＢ，辐射源数 Ｌ＝１，快拍数 Ｎ＝１００．（θ，φ）域 ＤＯＡ为
（３０°，３０°），对应（ｕ，ｖ）域“ＤＯＡ”为（０５，０４３３３）．图１～
图３中，分别给出了传统角度域 ＭＵＳＩＣ、变换域 ＭＵＳＩＣ
及变换域 ＴＤＭＵＳＩＣ的空间谱．图４中，我们选取了 Ｍ
＝２×２的二维均匀阵列，阵元间距为半个波长，信噪比
ＳＮＲ＝－１５ｄＢ，快拍数 Ｎ＝１００．为了进行直观对比，图４
固定 ｕ＝０４３３３而对 ｖ域进行一维显示．

由图２和图３可见：变换域ＭＵＳＩＣ在变换域波达角
（０５，０４３３３）处产生了峰值，而 ＴＤＭＵＳＩＣ不但在（０５，
０４３３３）产生了峰值，而且在镜像位置（－０５，－０４３３３）

同时产生了峰值．因此，我们只需搜索 ＴＤＭＵＳＩＣ的半
谱即能给出波达角或其镜像．之后，进行相应的极值判
断即能得到真实 ＤＯＡ．由图 ４可见：随着 ｎ增大，ＡＰＭ
的收敛精度增高并接近于 ＳＶＤ．具体表现在 ＴＤＭＵＳＩＣ
ＡＰＭ的谱峰随 ｎ的增大而变得更为尖锐，但其始终没
有 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ谱尖锐．

实验 ２ 为了对比 ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ和 ＴＤＭＵＳＩＣ
ＳＶＤ波达角估计的性能，我们选取阵元数为 Ｍ＝３×３
的二维均匀阵列，阵元间距为半个波长并设置Ν＝１００．
然后，分别利用 ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ和 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ空间
谱对位于（θ１，φ１）＝（１５°，６０°）和（θ２，φ２）＝（１７°，６０°）的
两个非相干辐射源进行波达角估计精度和分辨成功概

率实验．图５和图６分别给出了波达角估计的 ＲＭＳＥ和
分辨成功概率的５００次蒙塔卡罗统计平均值随 ＳＮＲ的
对比曲线．其中，ＲＭＳＥ定义为：

ＲＭＳＥ＝ １
５００∑

５００

ｉ＝１
［（^θｉθｉ）２＋（^φｉφｉ）

２槡 ］ （２５）

式中，（^θｉ，^φｉ）为估计值，（θｉ，φｉ）为真实值．
分辨成功概率的定义为：当相邻的两个角度（θ１，

φ１）、（θ２，φ２）谱值 ｆ满足下式时，则认为分辨成功：
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ｆ（θ１，φ１）＋ｆ（θ２，φ２）
２ ＞ｆ（θ１

＋θ２
２ ，φ１

＋φ２
２ ） （２６）

由图 ５和图 ６可见：ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ相比于 ＴＤ
ＡＰＭＳＶＤ估计ＲＭＳＥ较大，分辨成功概率也较低．当 ｎ
＝１时，这种差异最大．然而，随着 ｎ的增大，ＴＤＭＵＳＩＣ
ＡＰＭ的性能迅速提高，其在 ｎ＝２时便具有了和 ＴＤ
ＡＰＭＳＶＤ相当的ＲＭＳＥ和几乎完全一致的分辨成功概
率．随着 ｎ的进一步增大，ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ的性能和 ＴＤ
ＡＰＭＳＶＤ表现一致．大量仿真试验证明，当阵元数 Ｍ
较大或 ＳＮＲ较高时，ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ在 ｎ＝２时便具有
了和 ＴＤＡＰＭＳＶＤ一致的估计性能．因此，我们在这些
情况下也可以选择ＡＰＭ法构造ＴＤＭＵＳＩＣ空间谱．

实验３ 为了对比ＴＤＭＵＳＩＣ与ＭＵＳＩＣ波达角估计
的性能，我们选取阵元数为 Ｍ的二维均匀阵列，阵元间
距为半个波长并设置Ν＝１００．然后，分别利用 ＴＤＡＰＭ
ＳＶＤ和 ＭＵＳＩＣ对位于（θ１，φ１）＝（１５°，５０°）和（θ２，φ２）＝
（１７°，５０°）的两个非相干辐射源进行波达角估计精度和
分辨成功概率实验，实验结果均为５００次蒙塔卡罗统计
平均值．由于 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ具有比 ＴＤＭＵＳＩＣＡＰＭ更
好的精度，这里我们基于 ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ进行精度对比
实验．其中，图 ７以 Ｍ为参变量给出了波达角估计的
ＲＭＳＥ随 ＳＮＲ的对比曲线；图８以 Ｌ为参变量给出了波
达角估计的分辨成功概率随ＳＮＲ的对比曲线．

由图７可见：ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ在 Μ 较小时具有比
ＭＵＳＩＣ更大的估计误差，但相差不大．随着Μ 增大，ＴＤ
ＭＵＳＩＣＳＶＤ和ＭＵＳＩＣ的误差变得十分接近．因此，本文
算法在减少计算量的同时并未引起估计误差的太大牺

牲．由图８可见，ＴＤＭＵＳＩＣＳＶＤ具有比ＭＵＳＩＣ更好空间
分辨率，尤其是当 Ｌ较大时这种分辨率优势更为明显．

注意到 ＴＤＭＵＳＩＣ具有比 ＭＵＳＩＣ更低维度的噪声
子空间，因此前者的空间谱将比后者的空间谱更为尖

锐（该现象也可由图３看出）．同时发现 ＴＤＭＵＳＩＣ的分
辨率改善来源于其对估计误差的牺牲．因而，本文提出
的ＴＤＭＵＳＩＣ算法与 ＭＵＳＩＣ算法的关系与 ＭｉｎｉＮｏｒｍ［３］

和ＭＵＳＩＣ的关系极为相似［２４］．

５ 结论

波达方向估计是空间谱估计的重要研究内容．传
统 ＭＵＳＩＣ算法需在二维空间进行峰值搜索，计算量巨
大．本文将传统角度域波达角转换到变换域，提出了一
种基于变换域ＭＵＳＩＣ的二维阵列快速 ＤＯＡ估计算法．
该算法能适用于任意阵型，并极大地降低了 ＤＯＡ估计
的计算量，具有较大的理论和应用价值．
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